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TD 5 - Intégrales doubles

Théoréme de Fubini pour le calcul d’'une intégrale double I = // flz,y) dx dy :
D

(i) Quand le domaine D = {(z,y) € R?, a <z <bet p1(z) <y < pa(z)}, ¢1 et o étant deux

fonctions définies sur [a; b,
b wp2(z)
/ / flz,y) dy| dx
a |Jei(x)

(ii) Quand le domaine D = [a;b] X [c; d] est un pavé,

/ab [/cdf(:v,y) dy} dx—/cd [/abf(x,y) dx} dy

(iii) Quand le domaine D = [a;b] x [¢;d] et que la fonction s’écrit f(z,y) = g(z) x h(y),

9(x) x h(y) dz dy = bg(w) dz| . dh(y) dy
D a c

Remarque : Cette année on n’utilise pas Fubini (i).

Exercice 1

Soit D = [1;9] x [6;10] et f(z,y) = k.
1) A quoi k doit-il étre égal pour que // flz,y) de dy =17
D

Exercice 2

y
Soit D = [10;20] x [~1;1] et f(z,y) = 6?2
1) Calculer // f(z,y) dz dy.
D
20 1
2) Calculer / — dz, puis / e ¥ dy. Que remarque-t-on ?
10 L _1

Exercice 3 )

Soit le domaine D = [0;2] x [1;4] et la fonction f(x,y) = T 2zy.
)

1) Représenter le domaine D.
2) Démontrer que la fonction f est définie sur D.

3) Calculer // f(z,y) dz dy.
D
4) Que dit le théoréme de Fubini?

Exercice 4

Soit le domaine D = [2;5] x [1;3] et la fonction f(z,y) = — — .
1) Démontrer que la fonction f est définie sur D.

2) Calculer I = // f(z,y) do dy.
D

Exercice 5
Soit le domaine D = [0;4] x [1;2] et la fonction f(z,y) = e~ (++3Y),

Calculer I = // f(z,y) dz dy.
D



Exercice 6
NE PAS TRAITER, TROP COMPLIQUE

Exemple de fonction pour laquelle Fubini (iii) ne s’applique pas.
1

a;+y'

I:/Df(x,y) dxdy:/12 [/35xiydy} dx:/f[ln(ﬁy)]zzdx

:/2(ln(x+5)—ln(x+3)) dz = [(x+5) In(z +5) — (2 +5) + (2 +3) In(z+3) — (¢ +3)
1

=7 In(7) =745 In(5) —5— (6 In(6) — 6+4 In(4) — 4 ~ 3,3728

Soit le domaine D = [1;2] x [3;5] et la fonction f(x,y) =

2

1

Corrigés

Corrigé exercice 1

L’intégrale est le volume d’un parallélépipede rectangle dont la base est le rectangle D et la
hauteur k.

91 r10 9 y=10
I:/ f(x,y)dxdy:/ [/ kdy] dx:/ [ky] dz
D 1 6 1 y=6
9 9
— / 4k da = [4ky} = 4k(9— 1) = 32k
1 1

[=1o ke —
AT

Corrigé exercice 2

Y
Soit D = [10;20] x [—1;1] et f(z,y) = 672

o [lsewwon [ 5 a] o [ o]

:/ (e—e™) = da:—(e—e1)[—1}202(6—61)(—21()—1—11())':0,11752

T 110

20 4 11%° 11
2 —dr=|-~— — =0,05
) [, =2 m

1
/ e ¥dy = [—e_y} = —e P4l ~2 3504
—1 —1

e Y 20 1 1
On remarque que // — dzdy = (/ — dx) (/ e dy)
[10;20]x[—1;1] ¥ 10 L -1

Corrigé exercice 4
4
Soit le domaine D = [2;5] x [1; 3] et la fonction f(z,y) = = %
y
1) Représenter le domaine D.
2) f n’est pas définie aux points (0;y) et (z;0), ces points ¢ D.

3)



4
I = / [/ (a:_gé) dy} dx:/ [4xlny—y2] dz
2 1 Yy T 2 2z y=1
5 9 1 5 4
= \ 4.’E1n3—ﬁ—4$1n1+@ dx = , 41‘1n3_? dx
) 41° 4
= (22°In3+—-| =50 n3+-—-8In3 -2
T g 5
= 42 In3—1,2~44,94
Ou

o] < [ () ] [ oo

] =---=42 In3—-1,2~44,94

(e |

@\P—‘

Corrigé exercice 5
Soit le domaine D = [0;4] x [1;2] et la fonction f(z,y) = e~ G=+3Y),

— // —(bz+3y) dz dy _/ / —(bz+3y) dy dz _/ / —52—3y dy dz
1 4 1 2
0 1 5 0 3 1

1 1 1
20 0 6 3
—< 56 +5e>< 36 —|—3€ >_0, x 0,01577 ~ 0,0031539



